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Introduction

Soit Γ un groupe (arithmétique) agissant sur un ensemble X .

Premier problème
Construire un domaine fondamental D ⊂ X , en choisissant dans chaque
orbite un point particulier, qualifié de réduit. On dit alors que l’on a défini
une théorie de la réduction pour l’action de Γ sur X .

Exemple : pour l’action additive de Z sur R, on peut choisir D = [0; 1[.

Deuxième problème
Énumérer algorithmiquement les éléments du quotient X/Γ vérifiant des
conditions données.

Remarque : grâce à la théorie de la réduction, cela revient à énumérer des
points de D.
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Fonctions convexes et pluri-sous-harmoniques

Définition
On dit que f : Rn → R est convexe si pour tout γ : [−1; 1] → Rn affine,

f (γ(0)) ≤ f (γ(−1)) + f (γ(1))
2 . (1)

Définition
Soit X une variété holomorphe. On dit que f : X → R ∪ {−∞} est PSH si
pour tout γ : D → X holomorphe,

f (γ(0)) ≤ 1
2π

∫ 2π

0
f (γ(eit))dt. (2)

Définition
On dit que f est strictement convexe (resp. strictement PSH) si
l’inégalité (1) (resp. (2)) est stricte dès que γ est non constante.
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Exemples

Sur R,
la fonction f (x) = |x | est convexe,

la fonction f (x) = |x |α est strictement convexe pour tout α > 1,
la fonction f (x) = |x |2 est « fortement convexe ».

Sur C,
la fonction f (z) = log|z | est PSH,
la fonction f (z) = |z |α est strictement PSH pour tout α > 0,
la fonction f (z) = |z |2 est « fortement PSH ».
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Espaces convexes et pluri-sous-harmoniques

Définition
Un R-espace de Banach E est dit strictement convexe si toute application
affine γ : [−1; 1] → E dont l’image est contenue dans la sphère unité est
constante.

Définition
Un C-espace de Banach E est dit strictement PSH si toute application
holomorphe γ : D → E dont l’image est contenue dans la sphère unité est
constante.

Exemples :
(R, |·|) est strictement convexe.
(R2, ∥·∥p) est strictement convexe si et seulement si 1 < p < ∞.
(C, |·|) est strictement PSH par principe du maximum.
(C2, ∥·∥∞) n’est pas strictement PSH : considérer γ(z) = (1, z).
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Caractérisation

Proposition
Si ψ : R+ → R est croissante et strictement convexe,

(E , ∥·∥) est strictement convexe ⇐⇒ ψ ◦ ∥·∥ est strictement convexe.

Proposition
Si ψ : R ∪ {−∞} → R ∪ {−∞} est croissante et strictement convexe,

(E , ∥·∥) est strictement PSH ⇐⇒ ψ ◦ log ∥·∥ est strictement PSH.
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Espaces Lp

Soit S un espace mesuré σ-fini de masse non nulle.

Théorème
Si 1 < p < ∞,

Lp(S,E ) est strictement convexe ⇐⇒ E est strictement convexe.

En particulier, Lp(S,R) est strictement convexe.

Théorème
Si 1 ≤ p < ∞,

Lp(S,E ) est strictement PSH ⇐⇒ E est strictement PSH.

En particulier, Lp(S,C) est strictement PSH.

Note : ces énoncés sont des cas particuliers de résultats concernant les
intégrales directes Lp.
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Réduction de Gauss

Problème
Définir une théorie de la réduction pour l’action à droite de GL2(Z) sur
O(2) \ GL2(R).

Remarques :
O(2) \ GL2(R) est l’ensemble des bases de R2 à isométrie près,
O(2) \ GL2(R) /GL2(Z) est l’ensemble des réseaux de R2 à isométrie
près.

Il faut donc choisir une base pour chaque réseau, de manière équivariante
vis-à-vis des isométries.

Réduction de Gauss
Une base (e1, e2) d’un réseau de R2 est réduite au sens de Gauss si :

e1 est de longueur minimale,
⟨e1, e2⟩ ≤ 1

2∥e1∥2.
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Généralisations

Il est possible de généraliser le problème dans trois directions.

1 On peut considérer l’action de GLn(Z) sur O(n) \ GLn(R).
2 On peut remplacer Z par ZK et R par RK, où :

K est un corps de nombres,
ZK est son anneau d’entiers,
RK = R ⊗Q K.

3 On peut remplacer GLn par un groupe réductif plus général.
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3 On peut remplacer GLn par un groupe réductif plus général.
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Formes binaires réelles

Problème
Définir une théorie de la réduction pour l’action de GL2(Z) sur les formes
binaires à coefficients réels :

F (x , y) = a0xn + a1xn−1y + · · · + anyn, ai ∈ R.

Idée : se ramener à la réduction de Gauss.

Méthode d’Hermite
1 On associe à F un covariant c(F ) ∈ O(2) \ GL2(R), de manière

GL2(Z)-équivariante.
2 On dit que F est réduite si c(F ) est réduit au sens de Gauss.
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Formes binaires complexes

La méthode d’Hermite a été étendue par Julia aux formes binaires à
coefficients complexes :

GL2(Z) est remplacé par GL2(Z[i ]),
O(2) \ GL2(R) est remplacé par U(2) \ GL2(C),
la réduction de Gauss est remplacée par la « réduction de Bianchi ».

Observation (Stoll et Cremona)
Le covariant de Julia F 7→ c(F ) est GL2(C)-équivariant.

Cela permet de réduire des formes binaires à coefficients dans RK pour
l’action de GL2(ZK).
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Covariant de Kempf-Ness

Ma thèse étend la construction de Julia, en s’inspirant de travaux de Kempf
et Ness :

les formes binaires à coefficients complexes sont remplacées par une
variété holomorphe X ,
GL2(C) est remplacé par un groupe de Lie holomorphe connexe
réductif G ,
U(2) \ GL2(C) est remplacé par K\G , où K ⊂ G est un sous-groupe
compact maximal,
le covariant de Julia est remplacé par une application G-équivariante
de X dans K\G : le covariant de Kempf-Ness.

Cela permet de réduire des RK-points d’une variété algébrique sur K, pour
l’action d’un groupe arithmétique quelconque.
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Lien avec la première partie

La construction du covariant de Kempf-Ness est possible dans deux cas.

Cas strictement pseudoconvexe
Il existe une fonction d’exhaustion strictement PSH f : X → R.

Exemple : X est une variété algébrique affine lisse.
La construction utilise une fonction d’exhaustion strictement PSH
K -invariante.

Cas linéarisable
Il existe un plongement G-équivariant X → P(V ), où V est une
représentation holomorphe de G .

Exemple : X est une variété algébrique projective lisse et l’action de G sur
X est algébrique.
La construction utilise une norme K -invariante telle que (V , ∥·∥) soit
strictement PSH.
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Plan

1 Convexité et pluri-sous-harmonicité
Fonctions convexes et pluri-sous-harmoniques
Espaces convexes et pluri-sous-harmoniques
Espaces Lp

2 Covariant de Kempf-Ness et théorie de la réduction
Théories de la réduction classiques
Formes binaires
Covariant de Kempf-Ness

3 Énumération des corps de nombres cubiques et quartiques
Énumération de corps de nombres
Corps cubiques
Corps quartiques

4 Compléments

Anne-Edgar Wilke Actions de groupes arithmétiques 20 juin 2025 17 / 27



Énumération de corps de nombres

Définition
Pour n ≥ 2 et X ≥ 1, posons

Cn =
{
corps de nombres K de degré n

}
,

Cn(X ) =
{
corps de nombres K de degré n tels que |disc(K)| ≤ X

}
.

On conjecture que pour tout n ≥ 2, il existe cn > 0 tel que |Cn(X )| ∼ cnX .

Problème
Est-il possible d’énumérer algorithmiquement Cn(X ) en temps O

(
X 1+ε

)
?

Oui si n = 2 : C2 =
{
Q

(√
d

)
, d ∈ Z\{1} sans facteur carré

}
.

Méthode de Hunter-Martinet : Cn(X ) est énumérable en temps
O

(
X n+2

4 +ε
)
.
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Corps cubiques : paramétrisation

Considérons l’action de GZ = GL2(Z) sur l’ensemble VZ des formes
cubiques binaires à coefficients entiers

F = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3, a, b, c, d ∈ Z.

Le discriminant d’une forme F ∈ VZ ne dépend que de F ∈ GZ\VZ.
L’irréductibilité d’une forme F ∈ VZ ne dépend que de F ∈ GZ\VZ.

Théorème (Levi, Davenport-Heilbronn)
Il existe une bijection canonique, préservant le discriminant, entre C3 et
certaines classes irréductibles F ∈ GZ\VZ.

Nouveau problème
Est-il possible d’énumérer algorithmiquement les éléments irréductibles
F ∈ GZ\VZ tels que |disc(F )| ≤ X en temps O

(
X 1+ε

)
?
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F ∈ GZ\VZ tels que |disc(F )| ≤ X en temps O

(
X 1+ε

)
?
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Corps cubiques : réduction

La méthode d’Hermite donne une théorie de la réduction pour l’action de
GZ sur l’ensemble VR des formes cubiques binaires à coefficients réels.

Notations
Pour X ≥ 1, posons

D =
{
formes F ∈ VR réduites

}
,

D(X ) =
{
formes F ∈ VR réduites telles que |disc(F )| ≤ X

}
.

Nouveau problème
Est-il possible d’énumérer algorithmiquement les points entiers irréductibles
de D(X ) en temps O

(
X 1+ε

)
?
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Corps cubiques : surapproximation monomiale

Théorème (Davenport)
Tout élément F = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ D(X ) vérifie un système
monomial de la forme

|a| ≪ X
1
4 , |b| ≪ X

1
4 ,

|ad | ≪ X
1
2 , |bc| ≪ X

1
2 ,

|ac3| ≪ X , |b3d | ≪ X .

Nouveau problème
Est-il possible d’énumérer algorithmiquement les solutions entières
irréductibles du système de Davenport en temps O

(
X 1+ε

)
?
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Corps cubiques : énumération

Réponse : oui !

1 Les solutions entières d’un système monomial sont énumérables en
temps optimal.

2 Le nombre de solutions entières du système de Davenport telles que
a ̸= 0 est O

(
X 1+ε

)
.

Implémentation (Belabas)
Grâce à une variante considérablement plus efficace de cet algorithme,
Belabas a dressé la liste des éléments de C3(1011).
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Corps quartiques

Ma thèse reproduit la même démarche pour les corps quartiques.

La paramétrisation de Levi et Davenport-Heilbronn est remplacée par la
paramétrisation de Bhargava.
La réduction d’Hermite est remplacée par une théorie de la réduction
provenant d’un covariant plus complexe.
Le système monomial de Davenport est remplacé par un système
découvert par Bhargava, dont je montre qu’il comporte 178 inégalités.
L’algorithme obtenu s’exécute en temps O

(
X 5

4 +ε
)
.

J’ai dressé la liste des éléments de C4(109).
Notes :

La méthode de Hunter-Martinet énumère C4(X ) en temps O
(
X 3

2 +ε
)
.

Sous l’hypothèse de Riemann généralisée, C4(X ) est énumérable en
temps O

(
X 1+ε

)
.
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Covariant de Kempf-Ness et barycentre

Considérons l’action de GLn(C) sur l’ensemble X des suites de sous-espaces
vectoriels de Cn. On peut construire un covariant de Kempf-Ness

c : X → U(n) \ GLn(C).

À un sous-espace vectoriel de Cn, on peut associer une masse sur le « bord
à l’infini » de U(n) \ GLn(C).

Théorème
Le covariant d’une suite (W1, . . . ,Wm) est égal au « barycentre » des
masses associées aux Wi .

Lorsque les Wi sont des droites, ce résultat est dû à Stoll et Cremona si
n = 2, et essentiellement dû à Kapovich, Leeb et Millson dans le cas général.
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Énumération à l’aide de familles presque denses

Idée : pour énumérer les points entiers de D(X ), on peut le recouvrir par
des boules de rayon constant ε > 0, puis énumérer les points entiers dans
chaque boule.

Les centres de ces boules forment une famille presque dense.

Théorème
Si D(X ) est un « ensemble de Siegel tronqué », alors D(X ) contient une
famille presque dense explicite, dont le cardinal est du même ordre que le
nombre de points entiers.
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Merci pour votre attention !
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